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Mở đầu

1. Mục đích của đề tài luận văn

Một trong những định lý đẹp nhất của hình học Euclid phẳng là định lý

Feuerbach: Trong mọi tam giác, đường tròn Euler tiếp xúc với đường tròn

nội tiếp và ba đường tròn bàng tiếp. Liên quan đến định lý đó là một loạt

các vấn đề được khám phá: Dựng các điểm Feuerbach như thế nào? Các

tính chất của điểm Feuerbach có liên quan gì đến điểm và đường thẳng

đã biết? Các đường thẳng và đường tròn nào sẽ đi qua điểm Feuerbach?

Các tính chất của tam giác Feuerbach... Trình bày cách giải quyết các

vấn đề trên là lý do để tôi chọn đề tài “Một số vấn đề xung quanh điểm

Feuerbach”. Mục đích của đề tài là:

- Trình bày các tính chất của điểm Feuerbach để từ đó đưa ra cách

dựng 4 điểm Feuerbach tối ưu nhất.

- Bằng phương pháp sơ cấp, tìm hiểu các đường thẳng và đường tròn

có tính chất gì sẽ đi qua các điểm Feuerbach.

- Phát hiện ra các cặp tam giác vị tự liên quan đến điểm Feuerbach.

Kết hợp với tọa độ barycentric tìm ra mối quan hệ giữa các khoảng cách.

2. Nội dung đề tài, những vấn đề cần giải quyết

Nội dung chia làm 3 chương:

Chương 1. Điểm Feuerbach và một số tính chất

Chương này giới thiệu định lý Feuerbach và các tính chất cơ bản của

điểm Feuerbach trong và điểm Feuerbach ngoài, xác định khoảng cách từ
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các điểm Feuerbach đến các đỉnh và khoảng cách giữa các điểm Feuerbach.

Nội dung bao gồm các mục (tổng hợp, bổ sung từ sách tham khảo [1] và

các bài báo [3], [6]):

1.1. Sự xác định các điểm Feuerbach

1.2. Điểm Feuerbach và các điểm chân phân giác

1.3. Các công thức khoảng cách.

Chương 2. Các đường thẳng và các đường tròn đồng quy

Nội dung chương này chủ yếu là tìm các đường tròn đi qua mỗi điểm

Feuerbach, các đường thẳng chứa điểm Feuerbach đồng quy tại tâm Euler.

Ngoài ra là mối quan hệ của các điểm Feuerbach với các đường thẳng

Euler. Chương này bao gồm các mục sau (tổng hợp, bổ sung từ [2], [5]):

2.1. Điểm Feuerbach và các đường thẳng Euler

2.2. Bốn đường tròn đi qua điểm Feuerbach

2.3. Bốn đường thẳng đi qua tâm Euler

Chương 3. Tam giác Feuerbach trong tọa độ barycentric

Chương 3 xét các tính chất của tam giác Feuerbach, đặc biệt khảo

sát các cặp tam giác vị tự liên quan đến điểm Feuerbach. Dùng tọa độ

barycentric để xác định tọa độ các điểm Feuerbach, lập phương trình các

đường thẳng, chứng minh mối quan hệ giữa các khoảng cách từ điểm

Feuerbach và kết thúc bằng việc xét đường cô níc Feuerbach. Chương này

được tham khảo và tổng hợp theo các bài báo [3].

Nội dung của chương được chia thành 5 phần:

3.1. Tọa độ các điểm Feuerbach

3.2. Quan hệ của 3 khoảng cách

3.3. Các cặp tam giác vị tự

3.4. Đường cô nic Feuerbach

3.5. Một số ứng dụng khác
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Chương 1

Điểm Feuerbach và một số tính chất

Trong tam giác ABC, 9 điểm sau nằm trên một đường tròn: 3 trung

điểm 3 cạnh, 3 chân đường cao, 3 trung điểm của đoạn thẳng nối trực

tâm đến đỉnh tam giác. Đường tròn đó là đường tròn Euler, tên nhà toán

học vĩ đại tìm ra nó (hay còn gọi là đường tròn chín điểm). Nếu (O,R)

là đường tròn ngoại tiếp tam giác thì bán kính đường tròn Euler bằng
R

2
,

tâm đường tròn Euler ký hiệu là O9, thẳng hàng với tâm O và trực tâm H.

Ngoài ra 4 điểm O,H,O9 và trọng tâm G tạo thành một hàng điểm điều

hòa. Chính đường thẳng chứa 4 điểm đó được gọi là đường thẳng Euler.

Ta có kết quả đặc sắc sau: Với tam giác ABC cho trước, đường tròn

Euler tiếp xúc trong với đường tròn nội tiếp (I, r) và tiếp xúc ngoài với mỗi

đường tròn bàng tiếp (Ia, ra), (Ib, rb), (Ic, rc). Bốn tiếp điểm đó là những

điểm đặc biệt của tam giác. Kết quả nổi tiếng này thuộc về Feuerbach. Nội

dung chương 1 trình bày cách xác định các điểm Feuerbach và các tính

chất đặc biệt của chúng. Một số kết quả mới của các điểm này được tham

khảo chính trong [3] với sự chọn lọc và sắp xếp cần thiết.

1.1 Sự xác định các điểm Feuerbach

Ta sẽ tách định lý Feuerbach thành 2 mệnh đề. Định lý có nhiều cách

chứng minh, ở đây ta sẽ trình bày phép chứng minh bằng hình học thuần

túy tham khảo trong [1].

Mệnh đề 1.1 (Feuerbach,[1]). Trong tam giác ABC đường tròn Euler
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(O9) tiếp xúc trong với đường tròn nội tiếp (I, r).

Chứng minh.

Hình 1.1: Đường tròn Euler tiếp xúc trong với đường tròn nội tiếp

Gọi EOF là đường kính vuông góc với BC,AE là tia phân giác đi qua

I. Hạ AK ⊥ EF,O9L ⊥ BC, ta có

OK = AA1 −OA′ = AH +HA1 −OA′

= 2OA′ +HA1 −OA′

= OA′ +HA1 = 2O9L.

∆AKF đồng dạng ∆IDX (các cạnh tương ứng vuông góc). Vậy

FK

AK
=
DX

IX
hay

FK

A′A1
=
DX

IX
. Từ đó,

IX.FK = A′A1.DX (1.1)

Ta sẽ chứng minh A′A1.DX = XA′.XA1.


